RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

G.BERHUY

Avertissement !! Ce texte contient quelques rappels d’algebre linéaire,
dont le contenu équivaut (plus ou moins) a un cours de premiere et deuxiéme
année. Il ne prétend aucunement se substituer a un cours complet, ni a
des révisions sérieuses sur le sujet. Il n’y a ni démonstrations, ni exemples
(ou trés peu) et certains parties ont été omises, comme par exemple les
considérations sur les polynomes, les méthodes de calcul d’inverses de ma-
trices, la notion de matrice échelonnée, ou ce qui touche a la géométrie. 11
n’y a pas non plus de rappels sur le groupe symétrique, nécessaires pour la
notion de déterminant. Bref, il n’est pas parfait, mais il a le mérite d’exister,
et d’étre la pour rafraichir la mémoire des lecteurs. L’auteur encourage les
lecteurs a retravailler par eux-mémes les points manquants ou a demander
des éclaircissements ou approfondissements pendant les séances d’exercices.
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1. NOTIONS FONDAMENTALES

Définition 1.1. Soit K un corps. Un K-espace vectoriel est un ensemble F
non vide muni d’une loi interne

EFExE—FE

(z,y) —z+y
1



2 G.BERHUY

et d’une loi externe
KxF—F

Nz)— Az
vérifiant les propriétés suivantes :
(1) pour tous z,y,z € E,ona (x+y)+z=z+ (y+ 2)
(2) pourtous z,y e B,z +y=y+x

(3) 1l existe Og € E tel que, pour tout  + 0g(= 0g + =) = x. Cet élément
Og est nécessairement unique, et est appelé le vecteur nul de E

(4) pour tout = € E| il existe 2’ € E tel que 2 + 2’ = (¢’ + ) = 0g. Un tel
1’ € E est nécessairement unique, et est noté —x. On I'appelle ['opposé de
x. Par définition, —z est donc I'unique élément de F vérifiant = + (—z)(=
(—z) +z) =0g.

(5) Pour tout x € E, 1 -x ==z

(6) Pour tous \,u € K, et tout z € E,ona X (u-x) = (A\u) -z

(7) Pour tous \,p € K, et tout x € E,ona (A+p)-x=A-x+pu-x

(8) Pour tout A € K, et tous z,y € E,ona A-(z+y)=A-z+ Xy

On a alors les regles de calcul suivantes, valables dans tout K-espace vecto-
riel : pour tout A € K, et tous x,y € E/, on a

A0 =0p, (<A)-2=—(A-), ~(~2) =, (~z+—y) = —(z+1).
Un élément de E est appelé un vecteur.

Exemples 1.2.

(1) Pour tout n > 1, K™, muni des lois d’addition et de multiplication par
un scalaire coordonnée par coordonnée, est un K-espace vectoriel.

Le vecteur nul est (0,...,0).

(2) Plus généralement, si E1, ..., E, sont des K-espaces vectoriels, alors le
produit cartésien E7 X - - - X E,., muni des lois d’addition et de multiplication
par un scalaire coordonnée par coordonnée, est un K-espace vectoriel.

Le vecteur nul est (0g,,...,0g,).

(3) L’ensemble # (X, K) des fonctions d'un ensemble X vers K, muni de
I’addition des fonctions, et de la multiplication des fonctions par un scalaire,
est un K-espace vectoriel.

Le vecteur nul est la fonction nulle.

(4) L’ensemble des suites (up,)n>0 & valeurs dans K, muni des lois d’addition
et de multiplication par un scalaire terme a terme, est un K-espace vectoriel.

Le vecteur nul est la suite nulle.

Définition 1.3. Soit F un K-espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel est
un sous-ensemble F' C FE vérifiant :

(1) 0g € F;
(2) pour tous z, y € F,onaz+y € F;
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(3) pour tout A € K, et pour tout x € F,ona A -z € F.

De maniere équivalente, un sous-espace vectoriel est un sous-ensemble £’ non
vide tel que pour tous z, y € Fettout A€ K,onaz+ \A-y € F.

Un sous-espace vectoriel F' de E est alors un K-espace vectoriel pour les lois
induites par celles de F.

Exemple 1.4. {Og} et E sont toujours des sous-espaces vectoriels d’un

K-espace vectoriel E.

On peut montrer aisément que l'intersection d’une famille de sous-espaces
vectoriels de E est encore un sous-espace vectoriel de E. On a alors la
définition suivante.

Définition 1.5. Soit £ un K-espace vectoriel, et soit S une partie de F.
Le sous-espace vectoriel engendré par S est I'intersection de tous les sous-
espaces vectoriels de E contenant S ; c’est le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant S. Il est noté Vect g (.5).

Proposition 1.6. Soit E un K-espace vectoriel. Soient S, S1,Sy des parties
de E. Alors :

(1) Vectg (0) = {0g}

(2) On a Vecti(S) =S <= S est un sous-espace vectoriel de E

(3) On a S C Vectg(S) et Vectg(S) est un sous-espace vectoriel de E

(4) Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on a S C F = Vectg(S) C F
(5) On a S; C Sy = Vectg (S1) C Vectx(S2).

Remarque 1.7. Les propriétés (4) et (5) sont fondamentales, et permettent
de se passer de beaucoup de calculs.

On a une description explicite du sous-espace vectoriel engendré par une
partie.

Proposition 1.8. Soit E un K -espace vectoriel, et soit S une partie (éventuellement
vide) de E. Alors, on a

VectK(S): {Z)\le|n20’ r; €8, )\iGK}.
=1

Passons maintenant aux applications linéaires.

Définition 1.9. Soient E, F deux K-espaces vectoriels. Une application
lin€aire est une application v : E — F telle que :

(1) pour tous z, y € E, on a u(x +y) = u(x) + u(y) ;
(2) pour tout A € K, et tout x € E, on a u(A-xz) = A - u(x).

De maniere équivalente, v : £ — F est linéaire si pour tous z, y € E, et
tout A € K, on a

u(@+A-y) =u() + A-uy).
Un endomorphisme de E est une application linéaire de F dans lui-méme.



4 G.BERHUY

L’ensemble des applications linéaires de E vers F' est un K-espace vectoriel
pour les lois évidentes, noté Z(E, F'). Si E = F', on le note plus simplement

Un isomorphisme d’espaces vectoriels est une application linéaire bijective.
Dans ce cas, on peut montrer que ’application inverse est aussi linéaire. Un
automorphisme de E est un isomorphisme de E sur lui-méme. L’ensemble des
automorphismes de E est un groupe pour la composition des applications,
noté GL(FE), et appelé groupe linéaire.

Proposition 1.10. Soit u: E — F une application K-linéaire.

(1) Pour tout sous-espace vectoriel E' de E, u(E") est un sous-espace vec-
toriel de F'.

En particulier, Im(u) = f(E) est un sous-espace vectoriel de F, appelé
ltmage de f.

(2) Pour tout sous-espace vectoriel F' de F, l’image réciproque u='(F') est
un sous-espace vectoriel de E.

En particulier, ker(u) = u=*({0r}) = {z € E | u(z) = Op} est un sous-
espace vectoriel de E, appelé le noyau de f.

Enfin :

- f est surjective <= Im(f)=F

- [ est injective <= ker(f) = {0g}

On rappelle maintenant la notion de K-algebre.

Soit K un corps. Une K-algebre est un K-espace vectoriel &/, muni d’une
application K-bilinéaire
A X A — o

(z,y) — zy,

appelée loi produit. On dit que & est associative si le produit est associatif,
et unitaire si le produit admet un élément neutre, que ’on note 1.

Un morphisme de K-algebres f : o/ — 9 est une application K-linéaire
vérifiant

f(zy) = f(x)f(y), pour tous z,y € o
Si o/ et £ sont unitaires, on impose la condition supplémentaire

f(le) =1z
On laisse le soin au lecteur de définir la notion d’endomorphisme, d’isomor-
phisme ou d’automorphisme de K-algebres.

Enfin, une sous-algébre de &7 est un sous-espace vectoriel Z de & qui est
stable par produit. Si &/ est unitaire, on demande aussi que 1, € A.

Exemples 1.11. (1) E est un K-espace vectoriel, alors le K-espace vectoriel
Z(FE) est une K-algebre associative unitaire pour la composition.

(2) Pour tout ensemble non vide 2, .# (2, K) est une K-algebre associative
unitaire pour le produit des fonctions.
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(3) L’anneau des polynomes K[X] est une K-algebre associative unitaire
pour le produit des polyndmes.

(4) Le R-espace vectoriel R®, muni du produit vectoriel, est une R-algebre
non associative, et non unitaire.

(5) Une sous-algebre d’une K-algebre (associative unitaire) <7 est aussi une
K-algebre (associative unitaire) pour les lois induites par celles de la K-
algébre o .

Dans la suite, s’il n’y a pas d’ambiguité, nous écrirons <« Az > a la place
de <« A x >, lorsque A € K et x est un élément d’'un K-espace vectoriel.

2. FAMILLES LIBRES, GENERATRICES, BASES

Définition 2.1. Soit E' un K-espace vectoriel. Une famille (e;);c; d’éléments
de E est libre si pour tout sous-ensemble J C I fini, et pour toute famille
(Aj)jes d’éléments de K, on a

Z)\jej =0 == A; =0, pourtoutjeJ

jeJ
De maniére équivalente, (e;);er est libre si pour toute famille ()\;);er d’éléments
de K presque tous nuls, on a

Z)‘iei =0 = X\ =0, pourtout:el.

1€l
Une famille qui n’est pas libre est dite liée.
On dit que (e;);er est une famille génératrice si le sous-espace vectoriel en-
gendré par ses éléments est E tout entier, ou autrement dit, si pour tout

élément x € E, il existe un sous-ensemble J C I fini et une famille ()\;);ecs
d’éléments de K tels que
xr = Z )\jej.

jeJ
Autrement dit, (e;);er est génératrice si tout x € E s’écrit sous la forme
z =Y \ei,
el
ou les \; sont presque tous nuls.

On dit que (e;);cr est une base de FE si elle est a la fois libre et génératrice.
Cela revient a dire tout « € E peut s’écrire de maniere unique sous la forme

Tr = E )\jej,
JjeJ
ou J est un sous-ensemble fini de I, ou encore si tout x € FE s’écrit de
maniere unique sous la forme
xr = E )\iei,

el

ou les (\;)ier est une famille d’éléments de K presque tous nuls.
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On dit qu’un K-espace vectoriel est de type fini s’il possede au moins une
famille génératrice finie.
On a alors :

Théoréme 2.2 (complétion/extraction). Soit E un K-espace vectoriel de
type fini, et soit G une famille génératrice finie.

Alors, toute famille libre de E contenue dans 4 peut étre complétée en une
base de E formée d’éléments de 9.

En particulier :

- toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E

- de toute famille génératrice finie, on peut extraire une base de E

- tout K -espace vectoriel de type fini admet au moins une base.
Remarque 2.3. L’espace vectoriel nul admet une base, a savoir la base
vide.

On a aussi le résultat suivant.

Si X est un ensemble, on note |X| son nombre d’éléments (éventuellement
infini).

Théoreme 2.4. Soit E un K-espace vectoriel. Supposons que E admette
une famille génératrice finie. Alors, toutes les bases de E sont finies, et ont
le méme nombre d’éléments, disons n. De plus, pour toute famille libre £,
et toute famille génératrice finie 4, on a

Ll <n < |9).

Définition 2.5. Si E est de type fini, la dimension de E est le cardinal de
n’importe quelle base de E. Elle est notée dimg (E).

Théoreme 2.6. Soient E, En, ..., E,, F des K-espaces vectoriels de dimen-
sion finie. Alors :

(1) on a dimg (K™) = n, pour tout n > 1 ;
(2) si dimg(E) =n, alors E ~ K" ;

(3) deux K -espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si, et seule-
ment si, ils ont méme dimension ;

(4) pour tout sous-espace vectoriel E' de E, E' est de dimension finie, et
lon a

dimg (E') < dimg (F).
De plus, on a éqgalité si, et seulement si, E' = E ;

(5) le K-espace vectoriel Ey x --- x E, est de dimension finie, et l'on a

dimg (By x -+ x Ep) = Y _ dimg(E;)
=1

(6) le K-espace vectoriel L (E,F) est de dimension finie, et l'on a
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Définition 2.7. Si u : E — F est une application linéaire entre deux
espaces vectoriels de dimension finie, le rang de u est la dimension de Im(u).

On a alors le théoreme du rang :

Théoréme 2.8. Soient E, F deux K -espaces vectoriels de dimension finie.
pour tout u € Z(E,F), on a

dimg (E) = dimg (ker(u)) + dimg (Im(u)).

Corollaire 2.9. Soient E, F' deux K -espaces vectoriels de dimension finie.
On suppose que dimg (E) = dimg (F'). Alors, pour tout w € Z(E,F) les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Uapplication u est injective ;
(2) Uapplication u est surjective ;

(3) Uapplication u est bijective.

Corollaire 2.10. Soit E un K -espace vectoriel de dimension n, et soit e une
famille de n éléments de E. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) la famille e est libre ;
(2) la famille e est génératrice ;

(3) la famille e est une base de E.

On rappelle enfin un résultat fondamental concernant les applications linéaires.

Proposition 2.11. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On suppose
que E est de dimension finie. Soit (e1,...,e,) une base de E. Alors, pour
toute famille (y1,...,yn) d’éléments de F, il existe une unique application
linéaire u : E — F telle que

u(e;) =vi, pour touti=1,...,n.
Elle est donnée par
n n
FO ies) =" M,
i=1 i=1

pour tous \; € K.

3. SOMME DIRECTE DE DEUX SOUS-ESPACES, PROJECTIONS

Définition 3.1. Soit F un K-espace vectoriel, et soient F1, ..., F;. des sous-

-
espaces de E. On note Z F; Pensemble

=1
T T
S F= (S lan e Bl i<}
=1 =1

C’est un sous-espace de E, appelé somme de Fi, ..., F. (On peut démontrer
que c’est le sous-espace engendré par la réunion des Fj).
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On dit que E est la somme directe de Fi, ..., F, si tout vecteur z € F
T

s’écrit de maniere unique sous la forme z = Zwa avec zf, € F; pour
i=1
1<i<r.Onlenote E=F & ---& F,.

Lorsque r = 2 (cas qui nous suffira la plupart du temps), on voit facile-
ment que E = F| @ F5 si et seulement si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

(1) E=F+F

(2) FINFy,= {OE}

La condition (1) traduit I'existence d’une décomposition et la condition (2)
traduit son unicité.

La condition (1) peut étre difficile & vérifier en pratique. Lorsque E est de
dimension finie et » = 2, on a un critere plus sympathique.

Proposition 3.2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et sotent
I, Fy deux sous-espaces de E. Alors, E = F ® Fy si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

(2) FINE,= {OE}

Le lemme suivant est tres utile en algebre linéaire.

Lemme 3.3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soient
..., F, des sous-espaces de E. On suppose que E =F| ® --- @ F,.

Pour 1 <i <r, soit #; une base de F;. Alors, la famille # de vecteurs de
E obtenue en accolant les vecteurs de A1, ..., B, est une base de E.

s
En particulier, dimg (F) = ZdimK(Fi).
i=1

On revient au cas r = 2, dans le cas ou E est de dimension quelconque (pas
nécessairement finie).

Définition 3.4. On suppose que ’on a une décomposition en somme directe
EF = F, @ F;. La projection sur F; parallelement a Fb est 'unique
endomorphisme pr, yr, tel que

PR r(2) =2 pour tout © € Fy et pp, yp,(z) = 0p pour tout x € Fh.
Autrement dit, on a

PR (TR +TR) = Tp pour tout zp € F1 et tout xp, € Fy.

On remarque facilement que ker(pg, jp,) = F» et Im(pp, y,) = F1. De plus,
Idg —pp yr = PRy,
On a aussi ker(pp, yr,) = Im(Idg —pp, y5,) et Im(pp, ) = ker(Idg —pp, ;)

On a aussi une réciproque. Un projecteur de E est un endomorphisme
de E vérifiant p o p = p. C’est un bon exercice (trés classique par ailleurs)
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de montrer que E = Im(p) @ ker(p), et que p est la projection sur Im(p)
parallelement & ker(p).

4. CALCUL MATRICIEL

Définition 4.1. Sim,n > 1 sont deux entiers, une matrice de taille m xn a
coefficients dans K est un tableau A = (a;j)1<i<n & m lignes et n colonnes,
ou chaque coefficient a;; est un élément de K.

L’ensemble des matrices m x n a coefficients dans K est noté M, «,(K). Si
m = n, on le note simplement M, (K). Une matrice A € M, (K) est alors
appelée une matrice carrée de taille n.
Si A= (aij)i,j, B = (bij)i,j S Man(K), et A € K, on pose

A+ B= (a,ij + bz‘j)i,j et A = ()\aij)i,j.

Muni de ces deux lois, M, x,(K) est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul
est ici la matrice nulle (remplie de 0).

Lemme 4.2. Si E;; € My,xn(K) est la matrice dont tous les coefficients
sont nuls, sauf celui en position (i,7), qui vaut 1, la famille (E;j); ; est une
base de My, xn(K). En particulier,

dimg (M xn(K)) = mn.

Si A= (aij) € Mpxq(K) et B = (bge)re € Mgxr(K), on pose

q
AB = (Z aikbkg)i,g S MpXT(K).
k=1

Lemme 4.3. Si A, A1, As sont de taille p X q, B, By, Bo sont de taille ¢ X
et C est de taille g X s, et si A € K alors :

(1) (AB)C = A(BC)
(2) (Al + AQ)B = A1B+ AyB, A(Bl + Bg) =A1B1 + AB>
(3) A(AB) = (A\A)B = A(AB).

1
Remarque importante. Soit A € M,,,x,,(K). Par définition, si X =

TIn
est un vecteur colonne de K", et si C1,...,C), sont les colonnes de A, alors

AX =21C1 + - + 2,0

Définition 4.4. Si A = (aj)i; € Muxn(K), sa transposée est la matrice
A" = (aj:)ji € Mpsxm(K).

Lemme 4.5. Pour tous A, A1, Ay € Myyq(K), tout B € Mgy, (K), et tout
ANeK,ona:

(2) (A=A
(3) (AB)! = B! AL
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Définition 4.6. Une matrice carrée de taille n A = (a;;) € M,,(K) est dite
triangulaire supérieure si tous ses coefficients strictement en dessous de la
diagonale sont nuls, i.e. a;; = 0 pour tous ¢ > j, et triangulaire inférieure
si a;; = 0 pour tout ¢ < j. Elle est dite diagonale si tous ses coefficients en
dehors de la diagonale sont nuls, i.e. si a;; = 0 pour tous i # j.

On note I, € M,,(K) la matrice diagonale dont tous les coefficients diago-

naux valent 1. Par exemple, Is = (é (1)>

Pour toute matrice A € My« (K), on a alors I,,A = A = Al,.

Le K-espace vectoriel M,,(K), muni du produit, est alors une K-algebre
associative unitaire. Elle n’est PAS commutative des que n > 2.

Définition 4.7. Une matrice A € M, «n(K) est écrite par blocs (ou parti-
tionnée) si on a partitionné les lignes et les colonnes de A en rajoutant des
traits horizontaux et verticaux.

Autrement, une matrice par blocs est une matrice écrite sous la forme A =
(Aij)i<i<ri<j<s, OU les blocs Aj1,...,A; s ont méme nombre de lignes et
les blocs Ay j,..., A, ; ont méme nombre de colonnes.

On dit alors que A est dite triangulaire supérieure par blocs si A; j = 0 pour
tous ¢ > j et si A;; est carrée pour tout i.

Elle est dite triangulaire inférieure par blocs si A; j = 0 pour tous ¢ < j et
si Ai,i est carrée pour tout 7.

Enfin, elle est dite diagonale par blocs si A; j = 0 pour tous ¢ # j et A;; est
carrée pour tout 4.

Attention! On ne demande pas a ce que A;; soit triangulaire/diagonale
dans les définitions précédentes!!

Remarque 4.8. Une matrice triangulaire/diagonale par blocs est nécessairement
carrée. De plus, lorsque chaque bloc A; ; est de taille 1, on retrouve la notion
classique de matrice triangulaire/diagonale.

Proposition 4.9 (Calcul par blocs). Soit A = (A;;) et B = (Byy) deux
matrices par blocs. On suppose que pour tous i, k, £, le nombre de colonnes
de A;, est égal au nombre de lignes de By .

Alors, AB = (Z A 1 Brig)ie-
k

Définition 4.10. Une matrice A € My, x,(K) est dite inversible s'il existe
A" € Mpym(K) telle que AA" =1, et A/A = 1,,,.

Dans ce cas, A’ est unique et est notée A~

Proposition 4.11. Une matrice inversible est nécessairement carrée (mais
la réciproque n’est pas vraie!).

De plus, si A, B € M,,(K) sont deux matrices de tailles n inversibles, alors
A~ et AB sont inversibles, et on a

(A™H™t AB)"'=B7tA7L
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5. RAPPELS SUR LES SYSTEMES LINEAIRES

Si A € My, xn(K), elle définit une application linéaire
K" — K™

Iy ax

ol X est un vecteur colonne de K".
On définit le noyau, 'image et le rang de A comme étant ceux de f4.

En particulier, Im(A) est le sous-espace de K™ engendré par les colonnes de
A, et le rang de A est la dimension de ce sous-espace.

Un systeme linéaire de m équations a n inconnues peut toujours se récrire
sous la forme AX =Y, ot A € M, xn(K), X € K™ et Y™,

Par définition méme, on a X € ker(A) si et seulement si X € K" est une
solution du systeme AX = 0, et Y € Im(A) si et seulement si le systeme
AX =Y admet au moins une solution (tout simplement parce que, par
définition du produit matriciel, le vecteur AX est z1C1 + - -+ + 2,,Cp, o
C1,...,C, sont les colonnes de A et z1,...,z, sont les coordonnées de X).

Si Lq,..., Ly sont les lignes du systeme, grace a des opérations élémentaires
du type L;j <= Lj + AL; pour tout j # i (avec A € K), L; < AL;j,\ €
K> et des échanges de lignes, et aprés éventuellement une permutation des
variables, on peut toujours transformer ce systéme linéaire en un systéme
triangulaire, dont les dernieres lignes ne contiennent éventuellement plus
aucune variable.

Les variables apparaissant en premier dans chaque ligne avec un coefficient
non nul sont appelés les variables pivots. Ce sont celles que I'on élimine
successivement pour triangulariser le systeme. Le nombre de variables pivots
r du systéeme est égal au rang de A, i.e. la dimension de Im(A) (le sous-espace
de K™ engendré par les colonnes de A). La dimension du noyau ker(A), i.e.
le sous-espace de K™ formé des vecteurs X € K" tels que AX = 0, est alors
n—r.

Les variables pivots sont appelés aussi variables liées. Les autres variables
sont dites libres. Les variables liées peuvent s’écrire en fonction des variables
libres (d’out le nom...).

Théoréme 5.1. Sixj,,...,x; sontles variables pivots, les colonnes Cj, ..., C;
de A forment une base de Im(A).

T

En particulier, r est le rang de A.

Dans le cas d’un systeme linéaire homogene AX = 0, les variables liées
s’écrivent comment combinaisons linéaires des variables libres. En remplagant
dans X, on voit que ’ensemble des solutions du systeme AX = 0 est de la
forme

/ /
{xerCl + - —i—wann,T,ijH, sy Ty, € K},

N ’ / n , 5 . N
ouCy,...,C ;. € K" nedépendent plus d’aucune variable, et ott z;, . ,,...,;
sont les variables libres.

n
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On peut d’ailleurs obtenir ces vecteurs en donnant successivement la valeur
1 & exactement une variable libre et la valeur 0 aux autres.

Théoréme 5.2. Les vecteurs Cf,...,C) _, forment une base de ker(A).

Notons que les dernieres lignes du systeéme triangulaire sans variables (i.e.
ne dépendant que plus que des coordonnées de Y') donnent des conditions de
compatibilités sur les coordonnées de Y pour que le systeme ait au moins une
solution. Plus précisément, ’ensemble de ces dernieres lignes sans variables
peut se récrire sous la forme 0 = BY, avec B € M, n(X). On a donc
léquivalence : Y € Im(A) <= BY =0 (i.e. Y € ker(B), ce qui donne une
description de Im(A) en termes d’équations).

0113 2
. 1 2 1 4 3
Exemple 5.3. Soit A = 9 31 4 6
3416 5
Le systeme linéaire général associé est
To+x3+3x4+225 = 11
1+ 2x9+x3+4xs+ 35 = Yo
2x1 + 3x2 + 23+ 44+ 625 = Y3
3x1 +4xo + 23+ 64+ 55 = Y4

En éliminant successivement 3, x4 puis xo (mais pour cette derniere, il n’y
aura en fait rien a faire), et en réordonnant un peu, on obtient que ce systeéme
est équivalent au systeme

T3+ 29+ 3x4+ 2204225 = Y1
Ty+T2+x1+2T5 = —Yy1+9y2
o+ 2x1+3x5 = —y1+ys3
0 = 2y1 —3y2+wa

Notons que 'on réordonne uniquement pour voir apparaitre le systeme tri-
angulaire. Avec un peu d’habitude, on s’en passe tres bien (il suffit de bien
repérer les variables pivots choisies).

Ici, les variables liées sont x3,x4,x2. Les variables libres sont xq,z5. Le
théoreme 5.1 nous dit que les colonnes 3,4,2 de A forment alors une base
de Im(A), i.e. une base de Im(A) est donnée par

W N =

1 3
1 4

U1 = 1 y V2 = 4 y U3 =
1 6

La derniere ligne nous dit que le systeme AX =Y possede une solution si
et seulement si 2y7 — 3y2 + y4 = 0. Ainsi, on a

Im(A) = {Y € K* | 2y1 — 3y2 + y4 = 0}.
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En résolvant le systéme triangulaire AX = 0 (i.e. en écrivant les variables
liées x3, x4, x2 en fonction des variables libres z1, 25), on obtient

To = —2x1 — 3x5,X4 = X1 — 2X5,T3 = —T1 + 7T5.

L’ensemble des vecteurs X € K° vérifiant AX = 0, i.e. ker(A), est donc

T
—21‘1 - 31‘5
ker(A) = —x1 + Tx5 ,T1,T5 € K
xTr1 — 2:135
Ty
Or, on a

T T 0 1 0
—2.%1 - 3.%5 —2%1 —31’5 -2 -3
—x14+ Tz | = —x1 |+ | 725 | =21 | -1 + x5 7
Ir1 — 2375 I —21’5 1 -2
I5 0 T5 0 1

Le théoreme 5.2 nous dit alors qu'une base de ker(A) est donnée par

1 0

-2 -3
c=|-1|,c5=1 7
1 —2

0 1

Attention! Le raisonnement précédent nous montre a priori seulement que
C1, CY engendrent ker(A). Néanmoins le théoréme 5.2 nous assure que c’est
bien une base (’argument manquant est un argument de dimension, type
théoreme du rang, qui nous assure que la dimension de ker(A) est n — r.
C’est d’ailleurs comme cela que 'on montre le théoreme 5.2).

Evidemment, tout ceci dépend de la maniére on résout le systeme. D’autres
variables pivots amenent a d’autres résultats pour les bases et les équations
définissant 'image.

Notons que si ’'on applique cette méthode a I’équation définissant Im(A) (en
prenant pour y4 la variable pivot et y1,y2, y3 les variables libres), on trouve
une autre base de Im(A), a savoir

w1 = , W2 = , W3 =

N OO
w o - O
o~ OO

Néanmoins, il n’y a pas de contradiction, puisque les w; s’expriment en
fonction des v; et vice versa. On trouve tres facilement par exemple que

v1 = w1 + we + w3, vo = 3wy + 4dws + dws, vy = w1 + 2ws + 3ws,
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et un peu plus péniblement en résolvant un systéme ou en inversant une
matrice 3 x 3 (laquelle, d’ailleurs ?)

w1 = 41)1 — Vg, Wy = —57)1 + 27)2 — V3, W3 = 27)1 — V9 — V3.

6. COORDONNEES, MATRICES REPRESENTATIVES, CHANGEMENTS DE BASE

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finien > 1, et soit & = (e, ..., ey)
une base de F. Si x € F, il existe donc des scalaires, x1,...,x, € K uniques
tels que

r=x1€1+ -+ Tpep.

Les scalaires x1, ..., x, sont appelés les coordonnées de = dans la base 4.
Le vecteur des coordonnées de x dans la base £ est

€1

(2] =

In
Proposition 6.1. Soit # = (ey1,...,eyn) une base de E.
L’application © € E —— [z]g € K™ est un isomorphisme de K-espaces

T

vectoriels, d’inverse sl e K" —zie1+ -+ ape, €E.

Ln

C’est juste une autre facon de dire qu’une fois une base £ fixée, un vecteur
x € FE est déterminé de maniére unique par ses coordonnées, et qu’'un vecteur
de K™ correspond a un unique élément de F.

De plus, pour tous z,y € E et tout A € K, on a [z + \y|g = [x]2 + A\y] 2.

Attention! Il ne faut pas confondre un vecteur x € E avec son vecteur des
coordonnées. Par exemple, si E = Rao[X] et £ = (1, X, X?), alors le vecteur
1
2 | correspond au polynéme P = 3X? + 2X + 1, mais ne lui est pas
3

égal. Un élément de E est un polynome, pas un vecteur de R3.

Théoréme 6.2. Soient vi,...,v, € E des vecteurs de E, et soit P €
Myxr(K) la matrice dont les colonnes sont [v1]g, ..., [v.]s. Alors, les vec-
teurs vy, ...,v,. sont linéairement indépendants si et seulement si P est de
rang r.

En particulier, une famille de n vecteurs (vi,...,v,) est une base de E si et
seulement st la matrice P correspondante est inversible.

Le lemme suivant est fondamental, et son énoncé doit étre parfaitement
compris.

Lemme 6.3. Soient = (e1,...,e,) et B' = (€},...,e),) deuz bases de E,

ren
et soit P € My, (K) la matrice carrée dont les colonnes sont

[ell]e@v SRR [6;1]%’
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. , . . /
(autrement dit, on écrit les coordonnées des vecteurs de la nouvelle base A
dans l'ancienne base A ).

Alors, P est inversible, et pour tout x € E, on a

Plaly =[alz et P~ (z]z = [2]y.

Autrement dit, P permet de trouver les coordonnées d’un vecteur r € F

dans 'ancienne base % si on connait les coordonnées de x dans la nouvelle
/ 3 ’ ~ . . o .

base #'. En général, on veut plutot faire le contraire, et il faut inverser P.

Pour ne pas se tromper, il faut se rappeler que P[z]4 est une combi-
naison linéaire des colonnes de P. Or, les colonnes de P représentent des
vecteurs de coordonnées dans la base %!

Soit u : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels de
dimension finie, soit & = (ey, ..., e,) une base de E, et soit € = (f1,..., fm)
une base de F'.

La matrice représentative de u dans les bases Z et € est la matrice dont
les colonnes sont [u(ey)]e, ... [u(ey)]¢. Elle est notée Mat(u; %, €’) ou encore
Mat% (u). C’est une matrice de M, (K).
m
Par définition, si u(e;) = Zaijfi pour tout 1 < j < n, Mat(u; #B,%) =
i=1
(aij) S men(K)
Si E = F (i.e. u est un endomorphisme de E) et # = %, on la note
simplement Mat(u; ) ou Matg(u).

Proposition 6.4. Soit v : E — F une application linéaire entre deux
espaces vectoriels de dimension finie, soit = (e1,...,ep) une base de E, et
soit € = (f1,..., fm) une base de F. Soit M = Mat(u; B,%) € Mpyxn(K).
Alors on a

[f(x)]le = Mx]z pour tout x € E.

De plus, Mat(u; B,%) est l'unique matrice M € My, xn(K) vérifiant la pro-
prieté ci-dessus.

Remarque 6.5. Notons que par définition (avec les notations précédentes),
pour tout x € E, onax € ker(u) si et seulement si [z]4 € ker(Mat(u; 8, %)),
et pour tout y € F,onay € Im(u) si et seulement si [yly € Im(Mat(u; A, %)).

Déterminer ker(u) et Im(u) revient donc a calculer le noyau et 'image d’une
matrice représentative, en utilisant la théorie des systeémes linéaires.

Attention! Une fois que l'on a trouvé le noyau et 'image d’une matrice
représentative, il ne faut pas oublier de retraduire en termes d’éléments de
EetF.

Théoréme 6.6. Soient E, F' deux espaces vectoriels, soit B = (e1,...,en)
une base de E, et soit € = (fi1,..., fm) une base de F.

Alors, Uapplication u € ZL(E,F) — Mat(u; B,%6) € Mpyxn(K) est un
isomorphisme d’espaces vectoriels, d’inverse M € My xn(K) — upy €
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Z(E,F), ouupy : E— F est l'unique application linéaire telle que

[u(z)]ly = M[x]z pour tout x € E.

Autrement dit, si M = (a;;) € Mpxn(K), on a

uM(Z Tpen) = Z(Z a;jz;)) fi, et Mat(un; #B,6) = M.
j=1

i=1 j=1

Notons que le théoreme précédent dit entre autres qu'une fois une base
de E et une base de F fixées, une application linéaire est uniquement
déterminée par sa matrice représentative, et que, réciproquement, une ma-
trice M représente un unique endomorphisme dont elle est alors la matrice
représentative dans les bases choisies.

De plus, on a Mat(u; + \ug; B, €) = Mat(uy; B, €) + A Mat(ug; B, €) pour
tous uy,ug € Z(E,F) et tout A € K.

Remarque 6.7. La description de ups devient tres simple lorsque F =
K™ et ' = K™, et lorsque l'on prend pour % et ¥ les bases canoniques

respectives. Dans ce cas, uys est simplement définie par up((x1,...,2,)) =
I

M| : | pour tout (x1,...,2,) € K", et la matrice représentative de uys
Tn

dans les bases canoniques est M.

Néanmoins, on ne peut pas se passer du théoreme général, car il arrive
souvent que l'on travaille avec autre chose que K".

On a aussi de bonnes propriétés vis-a-vis de la composition.

Proposition 6.8. Soient E, F,G des espaces vectoriels, et soient B,€,D
des bases de E, F,G respectivement. Enfin, soientu: E — F etv: F —
G deux applications linéaires. Alors,

Mat(v o u; £, 2) = Mat(v; €, 2) Mat(u; £, ).

De plus, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) w est un isomorphisme
(2) il existe une matrice représentative de u qui est inversible

(3) toute matrice représentative de u est inversible.

Rappelons aussi a toutes fins utiles, le théoréme du rang.

Théoréme 6.9. Soit v : E — F une application linéaire entre deux es-
paces vectoriels de dimension finie. Alors,

dimg (ker(f)) + dimg (Im(f)) = dimg (E).

De plus, le rang de u (i.e. la dimension de son image) est le rang de n’importe
quelle matrice représentative de u.

On a la proposition fondamentale suivante.
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Proposition 6.10. Soit v : E — E un endomorphisme de E, et soient
B=(e1,...,en), B =(€},...,¢]) deuz bases de E. Soit P la matrice dont

les colonnes sont [€}]a, ..., |e,]z. Alors, on a

Mat(u; #') = P~ Mat(u; %) P.

Pour se rappeler oi1 est placé P et ol est placé P~! sans se tromper,
il faut se souvenir que pour multiplier par Mat(u; %) , il faut partir d'un
vecteur x € E écrit dans la base %’ (afin d’obtenir les coordonnées de u(x)
dans #'). Mais alors, on n’a pas le choix! La matrice tout & droite doit étre
nécessairement P, car lorsque ’on multiplie par P, il faut partir également
d’un vecteur écrit dans la base %’ (On passe de %’ & %).

On peut aussi faire le raisonnement suivant : Mat(u; #’)[x] 4 donne les coor-
données de u(z) dans la base %’. Mais on peut aussi obtenir ces coordonnées
en écrivant = dans la base %, ce qui revient a calculer P[x]g, puis on ap-
plique Mat(u; ) pour obtenir alors les coordonnées de u(z) dans la base £
et enfin, on obtient les coordonnées de u(x) dans la base %’ en appliquant
P

Définition 6.11. Deux matrices A, B € M,,(K) sont semblables s’il existe
P € GL,(K) telle que P"'AP = B.

Deux endomorphismes f,g € Z(E) d'un K-espace vectoriel E sont sem-
blables s’il existe un automorphisme ¢ € GL(E) tel que ¢ 1o fop = g.

Lemme 6.12. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, et
soient f,g € ZL(F) deux endomorphismes de E. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) f et g sont semblables

(2) il existe une base A de E telles que Mat(f; #) et Mat(g; #) soient
semblables

(3) pour toute base £ de E, Mat(f; A) et Mat(g; B) sont semblables
(4) il existe deuz bases Bet B' de E telles que Mat(f; B) = Mat(g; B').

7. DETERMINANT

Définition 7.1. Soit F un K-espace vectoriel. Une forme n-linéaire sur E
est une application

Ex---xE—K
v (X1y .o oymp) — @(x1, ..., Tp)
qui est linéaire en chaque variable.

Lorsque n = 1, on parle de forme linéaire sur E. Autrement dit, une forme
linéaire est une application linéaire f : K — K.

On dit qu’une forme n-linéaire ¢ sur E est symétrique si

O(To(1)s -+ s To(n)) = P(T1, -+, Tn),  POUT tOUS T1,...,Tn € B, 0 € &,
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On dit qu’elle est antisymétrique si

O(To(1)s - Tom)) = (0)p(T1,. .. Tn)

pour tous z1,...,xz, € E,0 € &,, et alternée si

pour tous z1,...,2, € E, z; =zjpouri#j = ¢(x1,...,2,)=0.

Remarque 7.2. Si p est alternée, alors elle est antisymétrique. Si 2 # O
dans K, la réciproque est vraie. C’est en particulier le cas si K = Q,R ou

C.

En revanche, si 2 = 0 € K, il existe des formes n-linéaires qui sont anti-
symétriques et non alternées.

Théoréme 7.3. Soit E un K -espace vectoriel de dimension n > 1. Alors, le
K -espace vectoriel Alt, (E) des formes n-linéaires alternées est de dimension

1.

Plus précisément, pour tout base € = (e1,...,e,) de E, il existe une unique
forme n-linéaire alternée dete telle que

dete(er, ..., en) =1,

n
et elle engendre Alt,(E). Sizj =) a;je;, on a
i=1

dete(xh LR :En) = Z 5(O-)aa(l)l © Qg (n)n-

O'Een
Définition 7.4. Soit F un K-espace de dimension n, soit e une base de F,
et soient z1,...,x, € E. Alors, dete(x1, ..., x,) s’appelle le déterminant des
vecteurs x1,...,x, € F par rapport a la base e.

Théoreme 7.5. Soit E un K-espace de dimension n > 1, soit e une base

de E, et soient x1,...,x, € E. Alors, on a
dete(z1,...,2n) #0 <= (x1,...,zy) est libre
<~ (x1,...,my) est une base de E.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n, et soit e une base de E. Pour
tout u € Z(F), Papplication

Ex---xEF—K

(z1,...,2n) — dete (u(z1), ..., u(zy))
est n-linéaire alternée.
Il existe donc un unique élément dete(u) € K tel que

dete (u(xl), . ,u(:cn)) = dete(u) dete(x1, ..., zp)

pour tous z1,...,x, € E. Autrement dit, on a
dete(u) = dete (uler), ..., u(en)).
11 suffit en effet d’appliquer I’égalité précédente & (eq,...,e,) pour le voir.

Lemme 7.6. Soit u € Z(FE) et soit e une base de E. Alors, dete(u) est
mdépendant du choiz de e.
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Définition 7.7. Soit F un K-espace vectoriel de dimension n. Le déterminant
d’un endomorphisme u € Z(FE), noté det(u), est 1’élément de K défini par

det(u) = dete(u) = dete (u(er), ..., ulen)),
ou e = (ep,...,e,) est une base arbitraire de E.

Proposition 7.8. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, soient
u, v € Z(E), et soit X\ € K. Alors, on a les propriétés suivantes :

(1) det(Idp) = 1;
(2) det(uov) = det(u) det(v) = det(vou);
(3) det(Au) = A" det(u) ;

(4) on a det(u) # 0 si, et seulement si, w € GL(E) (i.e. u est un automor-
phisme). Dans ce cas,

det(u™t) = det(u) "t

Définition 7.9. Soit M € M,,(K). Le déterminant de M est le déterminant
de ses vecteurs colonnes par rapport a la base canonique de K™. Il est noté
det(M). C’est aussi le déterminant de ’endomorphisme

K" — K"
X— MX.

Autrement dit, si M = (a;), on a

det(M) = Z E(U)ao(l)l © g (n)n-
O’EGn

Remarquons que, si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, pour
tout u € Z(F), on a

det(u) = det (Mat(u;e))
pour toute base e de F.

En particulier, u € SL(E) si, et seulement si, Mat(u;e) est une matrice de
déterminant 1.

On note GL,,(K) I'ensemble des matrices inversibles de M,,(K), et SL,,(K)
lensemble des matrices de M,,(K) de déterminant 1. Ce sont des groupes
pour la multiplication matricielle.

On dénotera dans la suite aussi par < det > ’application déterminant par
rapport a la base canonique de K".

On a alors les propriétés suivantes.

Proposition 7.10. Soit K un corps, et soit n > 1 un entier. Pour toutes
matrices M, N € M,,(K) et tout A\ € K, on a :

(1) det(I,) =1;
(2) det(MN) = det(M) det(N) = det(NM) ;
(3) det(AM) = A" det(M) ;
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(4) on a det(M) # 0 si, et seulement si, M est inversible. Dans ce cas,
det(M 1) = det(M) !

Cette condition est aussi équivalente que les colonnes de M forment une

famille libre, resp. une base, de K™ ;

(5) det(M?) = det(M);

(6) si deux colonnes/lignes de M sont identiques, alors det(M) =0;

(7) si les colonnes/lignes de M sont liées, alors det(M) =0;

(8) lorsqu’on échange deux colonnes/lignes de M, on multiplie la valeur du
déterminant par —1 ;

(9) lorsqu’on multiplie une colonne/ligne par A € K, on multiplie par X la
valeur du déterminant ;

(10) si C4,...,Cy sont les colonnes de M, et si L1,..., Ly sont les lignes de
M, alors pour tous i,j € [1,n], ot i # j, et pour tout A € K, les opérations
C;+— C; + )\Cj,Li «— L; + )\Lj

ne changent pas la valeur du déterminant.

Exemple 7.11. Pour tous a, b, ¢, d € K, on a

det(a) =a et det(z Z>:ad—bc.

Les propriétés précédentes sont fort utiles pour calculer le déterminant d’une
matrice sur les lignes et les colonnes. Nous allons en donner une autre, qui
permet de réduire le calcul du déterminant d’une matrice a celui de matrices
de tailles inférieure. On a tout d’abord besoin d’une définition.

Définition 7.12. Soit M € M, (K). Pour tous i, j € [1,n], on note A;;(M)
le déterminant de la sous-matrice de M obtenue en enlevant la ligne 7 et la
colonne j. L’élément A;;(M) s’appelle un mineur de M.

Proposition 7.13. Soit M = (a;;) € My, (K). Alors :

n . .

(1) pour tout j € [1,n], on adet(M) = > (—1)""a;jA;j(M) (Développement
i=1

par rapport a la colonne j) ;

n . .
(2) pour touti € [1,n], on adet(M) = > (=1)"a;;A;;(M) (Développement
i=1
par rapport a la ligne 7).

Définition 7.14. Si M € M, (K), la comatrice de M est la matrice
com(M) = ((—1)"7A;(M)) € M, (K).
Proposition 7.15. Pour tout M € M, (K), on a
M com(M)" = com(M)*M = det(M)I,.
En particulier, si M est inversible, on a

M~! = (det(M)) 7lcom(M)t.
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Démonstration. Le terme général ¢;; de la matrice com(M)'M est
n
Cij = Z(—l)k+zAki(M)akj.
k=1
La proposition précédente montre que ¢;; = det(M) pour tout i € [1,n].
Supposons maintenant que i # j, et considérons M’ = (b;;) la matrice
obtenue de M en remplacant la colonne ¢ par la colonne j.
Puisque M’ possede deux colonnes identiques, on a det(M’) = 0. Mais en
développant ce déterminant par rapport a la colonne i, on obtient
n
det(M') =0 =" (1) by Ags (M)
k=1
Or, par construction de M’, on a Ag;(M') = Ay;(M) et by; = ap; pour tout
k € [1,n]. Ainsi, on obtient
n
0= Z(—l)kJrJCijAki(M) = Cij-

k=1
Ainsi, on obtient ¢;; = det(M)d;;, et donc

com(M)*M = det(M)I,.

L’autre égalité se montre de la maniere analogue. Le dernier point est clair,
puisque M est inversible si, et seulement si, det(M) # 0. O

Nous continuons ce paragraphe en calculant le déterminant d’une matrice
triangulaire par blocs.

Proposition 7.16. Soit M = (M;;)1<i j<n une matrice triangulaire supérieure
(resp. inférieure) par blocs, c¢’est-a-dire M;; = 0 pour touti > j (resp.i < j).
Alors, on a
det(M) = det(M1) - - - det(Myy,).
En particulier, si M = (a;j) est une matrice triangulaire, on a
det(M) = a11 - apn.

Remarque 7.17. Pour calculer le déterminant d’une matrice M, on a
intérét a effectuer des opérations sur les lignes et les colonnes et ainsi faire
apparaitre un maximum de 0 afin, soit de rendre la matrice M triangulaire
(grace a la méthode du pivot de Gauss), soit de développer par rapport & une
ligne ou une colonne bien choisie pour se ramener au calcul du déterminant
d’une matrice de plus petite taille.

8. RETOUR SUR LE RANG D’UNE MATRICE

Définition 8.1. Deux matrices A, B € My,xn(K) sont équivalentes s'il
existe deux matrices P, () inversibles de taille m et n respectivement telles
ques A = PBQ.

La relation « étre équivalentes > est une relation d’équivalence.



22 G.BERHUY

Théoréme 8.2. Toute matrice A € My, xn(K) est équivalente a une matrice

par blocs de la forme ( '8" 8 ), ot 0 <r < min(m,n).

De plus, r est unique et est égal a rg(A).

En particulier, deux matrices de My, xn(K) sont équivalentes si et seulement
st elles ont méme rang.

Enfin, rg(AY) = rg(A) (le rang des lignes est égal au rang des colonnes).

Définition 8.3. Soit A € M;;,x,(K). Une matrice extraite de A (ou sous-
matrice) est une matrice obtenue en ne gardant que certaines lignes et cer-
taines colonnes de A.

Un mineur d’ordre r de A est le déterminant d’une matrice extraite de A de
taille 7.

Théoréme 8.4. Soit A € My,xn(K). Alors :

(1) Pour tout r > 1, on a rg(A) < r si et seulement si tous les mineurs de
A de taille r + 1 sont nuls

(2) Pour tout v > 1, on a rg(A) > r si et seulement s’il existe au moins un
mineur de A de taille v non nul

(3) rg(A) est la taille maximale d’un mineur de A non nul.

9. POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES

Soit E un K-espace vectoriel, et soit u € Z(F) un endomorphisme de E.

Sin >0, on note u" =wuo---owu (ou on compose v n fois avec lui méme
M )
avec la convention u? = Idp.

SiP=ap, X"+ - +a1X +ap € K[X], on note P(u) = apu™ +---+aju+
(IoIdE.

Proposition 9.1. Pour tous P,Q € K[X], et tout A € K, on a :
(1) 1(u) =1dg

(2) (P +AQ)(u) = P(u) + AQ(u)

(3) (PQ)(u) = P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u)

Définition 9.2. On dit que P annule u, ou que P est un polynéme
annulateur de u si P(u) =0 € Z(E).

Lemme 9.3. On suppose que E est de dimension finie. Alors, il existe au
moins un polynome annulateur non nul de u. De plus, il existe un unique
polynome annulateur unitaire de degré minimal pi,.

De plus, pour tout P € K[X], on a P(u) =0 si et seulement si p,, | P.

Définition 9.4. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit
u € Z(F). Le polynéme p,, s’appelle le polynéme minimal de u.

Définition 9.5. Si M est une matrice représentative de u dans une base
arbitraire fixée, le déterminant de la matrice X1, — M est un élément de
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K[X], et est indépendant de la base choisie. Ce polynéme est appelé po-
lynéme caractéristique de u, et est noté y,. Il est unitaire et de degré
n = dimg (E). Son terme constant est (—1)" det(u).

Théoréme 9.6 (Cayley-Hamilton). Pour tout u € L (FE), on a xu(u) = 0.
Autrement dit, iy, | Xu-

Remarque 9.7. On a une notion de polynéme en une matrice A, polynoéme
caractéristique, polynéme minimal d’une matrice A. On montre qu’elles
coincident alors avec les notions définies ci-dessous pour I’endomorphisme
fa: K" — K",

Lemme 9.8. Deuz matrices/endomorphismes semblables ont méme polynome
caractéristique.

10. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Faisons tout d’abord de brefs rappels sur les racines d’un polynéme.

Définition 10.1. Si P € K[X], on dit que A € K est une racine de P (ou
un zéro de P) si P(\) = 0.

Lemme 10.2. Pour tout A € K, on a P(\) =0 si et seulement si P est un
multiple de X — \.

De plus, un polynéme non nul de degré d possede au plus d racines dans
K.

Définition 10.3. Si A € K est une racine de P, la multiplicité de X\ est
le plus grand entier m > 1 tel que (X — A)™ divise P. On dit que \ est
une racine simple si sa multiplicité est 1, et est une racine multiple si sa
multiplicité est > 2.

On dit qu'un polynéme P € K[X] de degré d est scindé sur K s’il possede d
racines dans K (comptées avec multiplicité), i.e. s’il est produit de facteurs
de degré 1.

Définition 10.4. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit
u € Z(F) un endomorphisme de E.

Une valeur propre de u est un scalaire A € K tel qu’il existe z € E\ {Og}
vérifiant u(z) = Az. Un tel vecteur z est appelé un vecteur propre de u
associé a la valeur propre A.

Attention! Une valeur propre est un élément de K, et un vecteur propre
est non nul.

On dit que u est diagonalisable (sur K) s’il existe une base &4 de E formée
de vecteurs propres de u.

Pour une telle base, Mat(u; %) est une matrice diagonale, et les éléments
diagonaux sont les valeurs propres de u. Inversement, si 4 est une base dans
laquelle Mat(u; ) est diagonale, cette base # est bien entendu formée de
vecteurs propres et u est diagonalisable.
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L’ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u, et est noté
Spx (u) (il peut étre vide!). On rappelle que A € K est une valeur propre
de w si et seulement si x,,(A) = 0.

Si A € Spg(u) , le sous-espace propre associé a \ est le sous-espace E) =
ker(u—A1Idg). C’est 'ensemble formé du vecteur nul et des vecteurs propres
de u associé a .

Si A est une valeur propre de u, on note m) sa multiplicité dans y,. On peut
démontrer que dimg (Fy) < my.

On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 10.5. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finien > 1,
et soit u € Z(E) un endomorphisme de E.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) u est diagonalisable

(2) E est la somme directe des sous-espaces propres de u

(3) xu est scindé sur K, et pour toute valeur propre A de u, dimg (E)) = my

(4) I existe un polynéme annulateur P de u scindé sans racines multiples.
Dans ce cas, Spi(u) est contenu dans [’ensemble des racines de P ;

(5) Le polynome H (X — ) annule u
AESP ()

©) p= ] X=N

AESP K (u)
(7) oy est scindé sans racines multiples.

Remarque 10.6. Le critere le plus utile pour démontrer la diagonalisabilité
de u est certainement le point (4), car il ne présuppose pas de savoir calculer
les valeurs propres. En revanche, il ne donne pas un moyen de trouver une
base de vecteurs propres. Si 'on veut une telle base, il est indispensable de
déterminer une base de chaque sous-espace propre, en résolvant des systemes
linéaires, puis de recoller les bases pour obtenir une base de E formée de
vecteurs propres.

Pour démontrer qu'un endomorphisme u € Z(FE) n’est pas diagonalisable,
on dispose de quelques méthodes. Soit on met en défaut le point (3) en
calculant la dimension des sous-espaces propres et en comparant avec les
multiplicités des valeurs propres, soit on montre que u, n’est pas scindé a

racines simples, soit on montre que le polynome [] (X — \) n’annule

AESP i (u)
pas u.

Définition 10.7. Un endomorphisme u de E est dit trigonalisable s'il existe
une base £ de FE telle que Mat(u; %) soit triangulaire supérieure.
On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 10.8. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finien > 1,
et soit u € L(FE) un endomorphisme de E. Les propositions suivantes sont
équivalentes :
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(1) u est trigonalisable

(2) Il existe des sous-espaces vectoriels En, ..., E, de E vérifiant les condi-
tions suivantes :

(i) pour touti =1,...,r, E; est stable par u, i.e. u(E;) C E;

(i) pour tout i =1,...,r, dim(E;) =i (et donc nécessairement E, = E)
(iti) By C Es C --- C E,

(3) xu est scindé sur K.

En particulier, le théoréeme de d’Alembert nous assure que lorsque K = C,
tout endomorphisme u est trigonalisable.

Définition 10.9. Un endomorphisme u € .Z(E) est nilpotent s’il existe un
entier k > 1 tel que u* = 0.

Théoréme 10.10 (Décomposition de Dunford). Soit E un K-espace vec-
toriel de dimension finien > 1, et soit u € Z(E) un endomorphisme de E.
On suppose que X, est scindé sur K. Alors, il existe deux endomorphismes
0 et v satisfaisant aux propriétés suivantes :

(1) 0 est diagonalisable et v est nilpotent
(2)dov=vod

(8) u=10+v.

De plus, § et v sont uniques, et sont des polynémes en u.

Remarque 10.11. On a bien str la version matricielle de cette décomposition.
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